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김민수*, 이남훈*, 이학태*, 이승수**, 김헌주***

A Quasi-Steady Method for Unsteady Flows

over Surfaces with Structural Deformation

Minsoo Kim*, Namhun Lee*, Hak-Tae Lee*, Seungsoo Lee** and Heon-Ju Kim***

Inha University* , **, Agency for Defense Development***

ABSTRACT

In this paper, we present and verify an aerodynamic reduced-order model (ROM) based

on a quasi-steady flow method to reduce the computational cost of supersonic aeroelastic

analysis. For supersonic flows, especially when the characteristic time scale of the flow is

small compared to that of the structural motion, the unsteadiness of flow can be negligible,

and quasi-steady solutions can be used instead of the unsteady solutions for the aeroelastic

analysis. Kriging method is used to build the ROM of the aerodynamics. The surface

solutions from the ROM are used as the boundary conditions for the structural analysis at

each time-step. The ROM is validated against the unsteady solutions.

초 록

본 논문은 초음속 공탄성(aeroelastics) 해석 시간 절약을 위한 준-정상 축약 모델을 제안

하고 이를 검증하였다. 유동이 초음속이고 유동의 특성시간이 구조변형의 특성시간에 비

해 작을 경우, 유동의 비정상성이 작아 비정상 유동해 대신 정상 유동해를 이용하여 공탄

성 해석을 할 수 있다. 크리깅 기법을 적용하여 유동의 축약모델을 구축하였다. 매 시간 

축약모델로부터 예측된 표면해가 구조해석의 경계조건으로 사용되었다. 크리킹 기법을 적

용한 축약모델을 비정상해석 결과와 비교하여 검증하였다.
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Ⅰ. 서 론

플러터와 같은 공탄성(aeroelastics) 현상은 항

공기에 큰 위험을 야기할 수 있다. 따라서 항공

기 설계 초기 단계에서 이를 예측하고 발현 요소

를 제거해야 한다. 이를 위해서는 공기역학적 해

석과 구조역학적 해석을 연계하는 공탄성 해석을 

수행해야 한다. 하지만 완전 연계한 (fully
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-coupled) 공탄성 해석은 매우 큰 계산시간을 요

하기 때문에 비행기 형상이 결정되지 않은 초기 

설계단계에서는 적용하기 힘들다. 이 때문에 공

력, 구조 변형에 대한 축약모델(reduced-order

model)을 구축하고, 이들을 통합하여 공탄성 혹

은 열공탄성(aerothermoelastics) 해석을 수행하는 

방법론을 연구하고 있다[1-9].

국내에서는 주로 POD(Proper Orthogonal

Decomposition, POD) 기법을 통해 유동의 

snapshot을 추출하고, 이를 통해 공탄성 해석 수

행하는 방법론이 연구되었다. 서울대학교 연구팀

은 POD 기법과 Kriging 기법 등을 통해 천음속 

영역에서 전투기 형상에 대한 공탄성 해석을 수

행한 바있다[1]. 또한 카이스트에서는 POD 기법

을 통해 천음속 영역에서 전투기 형상에 대한 플

러터 해석이 수행되었다[2]. 하지만 국내에서는 

초음속 영역에 대한 축약모델 연구는 수행된 바 

없으며, 무엇보다도 열전도까지 고려한 사례는 

없다.

한편, 미국의 McNamara 교수와 Cesnik 교수 

연구팀은 Kriging 및 POD 기법을 적용하여 공

력, 구조, 열전달에 대한 축약모델 구축하고[3-7],

이를 이용해 초음속 플러터해석을 수행한 바 있

다[7-9]. 특히 이들은 초음속 비정상(unsteady) 표

면 압력 분포를 축약 계산하기 위해 피스톤 이론

을 적용하였다.

하지만 피스톤 이론은 아음속 영역이 존재하

거나, 충격파/팽창파 상호작용 등의 복잡한 유동

을 동반하는 비정상 압력 분포를 제대로 모사해

내지 못한다는 단점이 있다. 한편 초음속 유동에 

놓인 구조물의 경우, 구조물의 특성시간에 비해 

초음속 유동의 특성시간이 충분히 짧다면, 구조 

변형이 일어나는 순간의 유동에 대해 준-정상 상

태(quasi-steady state)를 가정할 수 있게 되어 유

동의 비정상성(unsteadiness)을 무시할 수 있다.

이 경우 비정상 유동해와 정상 유동해, 즉, 준-정

상해가 서로 잘 일치하여 각 시각의 비정상 유동

해를 상대적으로 계산시간이 짧은 정상 유동해로 

대체할 수 있는 가능성이 생긴다. 즉, 이를 위해 

구조 변형을 입력으로 하고 그에 대한 준-정상 

유동해를 출력으로 하는 축약모델을 구축하고,

이 축약모델이 예측한 준-정상 유동해로 비정상 

유동해를 대체할 수 있다.

본 논문은 크리깅 기법을 사용한 공기역학적 

축약모델을 구축하는 방법론을 연구하고, 구축된 

축약모델의 결과를 피스톤 이론의 결과와 비교하

였다.

Ⅱ. 관련이론

2.1 유동 계산 기법

2.1.1 유동 해석자 소개

본 연구에 사용된 해석자는 지배 방정식을 유

한 체적법(FVM)으로 이산화하였으며, 유속 벡터

는 Roe의 근사 Riemann해를 통해 계산한다[10].

이때 MUSCL 외삽법[11]을 통해 고차 공간이산

화를 구현하였고 Van Albada의 제한자를 적용하

여 단조성을 보존한다. 비정상 유동해석을 위해 

이중시간적분법을 적용하였고 AF-ADI 기법을 

사용하여 시간 적분을 수행하였다.

또한 Radial Basis Function(RBF) 내삽법을 사

용하여 격자변형을 수행하였다[12]. RBF 내삽법

을 통한 격자변형을 효율적으로 수행하기 위해 

greedy 알고리즘[13]을 적용하였고, 격자 변형 시 

이산화 방정식을 만족하기 위해 기하보존법칙

[14]을 적용하였다.

2.1.2 피스톤 이론

피스톤 이론은 구조물의 mean geometry에 대

한 정상 Euler 해에, 물체 표면의 변형 및 변형 

속도를 고려하는 보정항을 더하여 초음속 비정상 

압력 분포를 계산하는 기법이다[15]. 아래 식 (1)

은 3차 정확도를 갖는 피스톤 이론을 정식화 한 

것이다.

  










 
 





 
 




 (1)

여기에서 하첨자 은 물체 표면의 정상 유동해를 

의미하며 는 압력, 는 밀도, 는 음속 그리고 

는 비열비를 뜻한다. 한편 국소내리흐름속력

(local downwash speed) 는 식 (2)와 같이 정

의된다.

·· (2)

여기에서 는 물체 표면에서의 유속 벡터이며,

는 표면 변형 속도, 은 변형된 물체 표면의 

단위 수직 벡터이다. 는 식 (3)과 같이 정의된

다.

≡ (3)

이때 는 변형 전 초기 표면의 단위 수직 벡터

이다. 즉, 비정상 압력 분포 는 정상 압력 분포 

에 물체 표면 변형을 고려한 항을 더해 예측한

다.
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2.1.3 준-정상기법

유동의 특성시간이 구조 변형의 특성시간에 

비해 충분히 짧다면, 유동의 준-정상 상태를 가

정할 수 있다. 이 경우 특정 시각의 변형 형상에 

대한 정상 유동해가 그 시각의 준-정상해에 해당

하기 때문에, 정상 유동해가 비정상 유동해와 서

로 잘 일치하게 된다. 이러한 경향성을 이용하면 

비정상 유동해를 각 시각에서의 정상 유동해, 즉 

준-정상해로 대체함으로 써, 계산 시간이 큰 비

정상 유동 계산을 피해갈 수 있다. 이러한 기법

을 준-정상 기법이라고 한다.

2.2 크리깅 기법

준-정상 기법에서 필요로 하는 준-정상해는 정

상 Euler 해석을 통해 구해진다. 이때 준-정상 기

법을 적용하기 위해 모든 시각에서 정상 Euler

해석을 수행하는 것은, 계산 시간을 줄이고자 하

는 준-정상 기법의 취지에 어긋난다. 따라서 구

조 변형을 입력으로 하고 준-정상 표면 해를 출

력으로 하는 축약모델을 구축하고, 축약모델의 

예측해로 비정상 유동해를 대체하게 된다. 이때 

축약모델을 구축하기 위해 크리깅 기법이 적용된

다.

크리깅 기법[16]은 지질 통계학 분야에서 지형 

예측을 위해 개발되었다. 이 기법은 미지점의 반

응을 실측점과 미지점과의 거리를 기준으로 가중

을 두어 보간을 수행한다. 특히 보간 결과가 실

제 값을 반드시 통과하므로 실제 반응을 그대로 

재현한다는 장점을 가진다.

N개의 실측 데이터, 들을 기반으로 미지

점의 반응, 은 식 (4)과 같다.


  



 (4)

여기에서 가중 factor 는 식 (5)의 조건을 만족

해야 한다.


  



  (5)

또한 평균제곱오차(mean squared error, MSE)는 

식 (6)으로 주어진다.


  






  




 





(6)

여기에서 와 는 각각 분산과 공분산을 

구하는 연산자이다. 크리깅 기법은 MSE를 최소

로 하는 을 결정함으로 써 보간을 수행한다.

따라서 는 식 (7)를 만족한다.







 





(7)

다시 정리하면 식 (8)과 같다.


 



 (8)

이는  벡터를 구하기 위한 역행렬 문제이다.

본 연구에서는 MATLAB의 toolbox인 DACE코드

가 사용되었다[17]. 한편 크리깅 기법을 통해 주

어진 범위 내의 함수를 정확히 예측하기 위해서

는 고르게 분포된 실측점, 즉, 샘플들이 필요하

다. 이를 위해 라틴 하이퍼 큐브 샘플링(Latin

Hypercube Sampling, LHS)을 통해 샘플을 추출

하였다.

Ⅲ. 계산 결과

3.1 에어포일 피치 진동 문제

다양한 에어포일에 사인 함수 형태의 강제진

동을 주고, 이에 대해 피스톤 이론과 정상/비정

상 Euler 해석 결과를 비교해 보았다. 이때 강제

진동은 식 (9)과 같이 주어진다.

sin∞
 (9)

여기에서 는 시간에 따른 에어포일의 받음각

이며 는 기준 받음각, 은 받음각 진폭, 는 

환산 진동수(reduced frequency), 그리고 는 무

차원 시간이다. 와 는 각각 식 (10), (11)과 같

이 정의된다. 여기서 는 코드길이, 는 각진동

수, ∞는 자유류, ∞는 자유류의 음속이다.

≡∞


(10)

≡∞


(11)

우선 코드 길이의 12% 두께를 갖고 앞/뒷전

이 뾰족한 대칭 원호형(Symmetric Circular-Arc,

SCA) 에어포일에 대해, 는 0도, 는 1도, 마

하수는 5, 는 0.1인 강제 진동을 주었다. 이때 
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Fig. 1.  history of SCA airfoil in pitch oscillation

Fig. 2. Mach number contour of SCA

회전 중심은 코드길이의 4분의 1 지점이다[15].

Figure 1은 비정상 Euler 해석결과와 피스톤 

이론으로 예측한 시간에 따른 양력 계수 을 나

타낸 것이다. 또한 각 시각에 따른 받음각에 대

한 준-정상 유동해를 시간에 따라 나열하여 함께 

도시 하였다. 이때 시간은 주기로 무차원화 하였

다.

Figure 2는 피스톤 이론의 결과가 비정상 

Euler 해석 결과와 잘 일치하고 있음을 보여주고 

있다. 이는 Fig. 1에서 확인 할 수 있듯이 피치 

진동의 폭이 작고 앞/뒷전이 뾰족해 에어포일 

주변에 아음속 영역이 발생하지 않기 때문이다.

한편 각 받음각에 따른 준-정상 유동해를 시간

에 따라 나열한 결과도 비정상 유동해와 잘 일치

하고 있음을 볼 수 있다. 즉, 비정상성이 무시 가

능할 정도로 작아 계산 시간이 큰 비정상 유동해

를 준-정상 유동해, 즉, 상대적으로 계산 시간이 

Fig. 3.  history of NACA0012 airfoil in

pitch oscillation

Fig. 4. Mach number contour of NACA0012

작은 정상 유동해로 대체할 수 있는 가능성을 확

인 할 수 있다.

이번에는 NACA0012 에어포일에 대해 는 0

도, 는 1도, 마하수는 8, 는 0.1인 강제 진동

을 주었다. NACA0012는 초음속 영역에서 흔히 

사용되는 에어포일은 아니지만, 충격파 이후 아

음속 영역이 발생하는 상황을 부각하기 위해 사

용하였다[15].

Figure 3는 피스톤 이론의 결과가 비정상 유동

해를 정확히 모사하지 못하고 있음을 보여준다.

이는 Fig. 4에서 볼 수 있듯이, SCA와는 다르게 

NACA0012의 경우 뭉툭한 앞전에서 발생한 강

력한 충격파 뒤에 아음속 영역이 발생하기 때문

이다. 이 경우 초음속 유동에 대해서만 적용 가

능한 피스톤 이론은 정확한 결과를 내지 못한다.

이는 참고논문[15]과도 잘 일치하는 결과이다. 하
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지만 준-정상해는 여전히 비정상 유동해와 잘 일

치하고 있음을 확인할 수 있다. 따라서 높은 마

하수 유동에 대하여 피스톤 이론보다 준-정상 유

동해로 비정상 유동해를 대체하는 기법이 더 정

확함을 확인할 수 있다.

3.2 2차원 흐름 내 평판 강제 변형 문제

2차원 흐름 내 평판에 대해 10개의 진동모드 

기저(modal basis)를 추출하고 이들의 선형조합

으로 변형을 정의하였다. 이는 실제 공기력에 의

한 평판의 변형과는 다르지만, 축약모델이 실제 

작동하는지 검증하기 위해 임의로 정의한 것이

다. Fig. 5는 평판의 변형을 보이고 있다. 또한 

Fig. 6과 7은 첫 번째, 두 번째 진동모드기저를



Fig. 5. panel in forced deformation in 2D flow

Fig. 6. the first modal basis

Fig. 7. the second modal basis

보이고 있다.

식 (12)은 진동모드 기저의 선형조합을 사인함

수 형태로 평판에 강제변형을 준 것이다.






  




max




sin∞

 (12)

여기에서 강제 변형 은 각 진동 기저 

와 그에 대한 최대 진폭 계수 
max로 이루어진 

선형조합에 사인함수를 곱하여 정의한다. 이때 

최대 진폭 계수 
max는 Table 2에 주어진 의 

최댓값이다.

마하 5의 자유류에서 가 0.314, 0.0314,

0.00314, 0.000314일 때에 대하여 해석을 수행하

였다. Table 1은 를 1 m로 하였을 때를 기준

으로 진동수와 주기를 계산한 것이다.

Figure 8에 표시된 지점에서 시간에 따른 압력 

계수 변화를 측정하고, 이를 Fig. 9와 10에 나타

내었다. 마찬가지로 시간은 주기로 무차원화 하

였다.

진동수 크기에 따른 영향을 보기 위해 가장 

큰 강제 변형 진동수와 가장 작은 강제 변형 진

동수에 대한 해석 결과를 함께 도시하였다. 이들 

해석 결과 모두에 대해 피스톤 이론은 압력 계수

를 정확히 예측하지 못하고 있음을 볼 수 있다.

특히 평판 상 모든 영역에서 초음속임에도 불구

하고 피스톤 이론은 정확한 결과를 내지 못하고 

있다. 이는 압력 계수를 측정한 지점에서 충격파

와 팽창파가 상호작용하는 복잡한 유동이 발생하

진동수 [Hz] 주기 [sec]

1 1.701e-1 5.88

2 1.701 5.88e-1

3 1.701e+1 5.88e-2

4 1.701e+2 5.88e-3

Table 1. 4-different-frequency

Fig. 8. the measurement point of 
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Fig. 9.  history at the measurement

point (1.701e-1[Hz])

Fig. 10.  history at the measurement

point (1.701e+2[Hz])

기 때문이다. 반면 준-정상 유동해는 비정상 유

동해와 매우 잘 일치하고 있다.

또한 Fig. 9과 10에서 볼 수 있듯이 특정 형상

에서의 준-정상 유동해는 강제 변형 진동수에 영

향을 거의 받지 않고 비정상 유동해와 매우 잘 

일치하는 것을 확인할 수 있다. 이러한 결과는 

유동과 평판 강제 변형의 특성시간의 차이에서 

온다고 판단된다. 유동의 특성시간을 자유류가 

을 지나는데 걸리는 시간이라고 정의할 때,

주어진 유동 조건에서 유동의 특성시간은 

5.88e-4초로 계산된다. 이는 Table 1에 주어진 주

기 중 가장 짧은 5.88e-3초의 10분의 1에 해당한

다. 가장 짧은 주기에서 유동이 준-정상 상태로 

수렴한다면, 이보다 긴 주기에서도 유동은 준-정

상 상태로 수렴할 것이라고 예측 할 수 있다. 즉,

준-정상/비정상 유동해가 일치하는 경향성이 진

동수에 크게 영향을 받지 않는 이유는, 초음속 

유동의 특성시간이 평판 강제 변형의 특성시간에 

비해 충분히 짧기 때문이라고 할 수 있다.

에어포일 피치 진동 문제와 평판 강제 변형 

문제를 통해, 피스톤 이론은 해석 영역 상에 아

음속 영역이 존재하거나 전영역이 초음속이라 할

지라도, 충격파와 팽창파가 상호작용하는 복잡한 

유동이 있는 경우에는 정확한 결과를 기대할 수 

없다는 것을 확인하였다. 반면 높은 마하수 유동

에 대하여 준-정상 유동해로 비정상 유동해를 대

체하는 방법은 피스톤 이론이 갖는 한계를 극복

할 수 있음을 확인하였다.

3.3 크리깅 기법을 적용한 축약모델

준-정상 유동해로 비정상 유동해를 효율적으로 

대체하기 위해서 크리깅 기법을 적용한 공기역학

적 축약모델을 구축한다. 이 축약모델은 평판의 

변형을 입력으로 하고, 그 변형 형상에 대한 정

상 Euler 해석을 통해 구한 준-정상 유동해를 출

력으로 한다.

크리깅 기법은 입력 도메인에 고르게 분포된 

샘플을 통해 전체 입력 도메인에 대한 출력을 예

측하는 기법이다. 이 때문에 축약모델의 입력 변

수를 확정하고 그에 대해 LHS를 수행하여 입력 

도메인에 고르게 분포된 샘플을 추출해야 한다.

우리가 다루고자 하는 평판의 변형은 식 (13)과 

같이 표현된다.

 
  



 (13)

여기에서 는 진동모드 기저이며 미리 주어

진 함수이다. 즉, 변형은 진폭 계수 의 조합으

로 결정되므로 축약모델의 입력 변수는 진폭 계

수 이다. Table 2는 실제 외력에 의한 평판 진

동을 고려하여 결정한 의 범위를 도시한 것이

다.

Range

∥∥≤ ∥∥≤

∥∥≤ ∥∥≤

∥∥≤ ∥∥≤

∥∥≤ ∥∥≤

∥∥≤ ∥∥≤

Table 2. ranges of amplitude factors
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Fig. 11. combinations of amplitude factors
 extracted from given ranges

Fig. 12. time history of amplitude factors

 of the sinusoidal deformation

Table 2에 주어진 진폭 계수 의 범위에서 

LHS를 수행하여 임의의  조합, 즉, 임의의 변

형 샘플들을 추출하고 그에 대한 정상 Euler 해

석을 수행하여 준-정상해를 구한다. Fig. 11는 

LHS를 통해 추출한  조합의 일부를 보이고 있

다.

Figure 11의 x축은 진동모드의 index를 뜻하며 

y축은 해당 진동모드의 진폭계수 의 값을 의미

한다. 즉, Fig. 11의 각 실선은 LHS로 추출한 

조합 중 하나, 즉, 변형 샘플을 나타낸다. 한편 

식 (14)는 식 (12)에서 정의한 강제변형에서 진폭

계수의 시간에 따른 변화를 나타낸다.


 

maxsin∞
 (14)

여기에서 상첨자 는 강제 변형을 뜻한다.

Figure 12은 식 (14)의 진폭계수의 시간에 따른 

변화를 도시한 것이다.

Figure 12의 각 선은 각 시각에 따른  조합

Fig. 13. pressure distribution on a panel

surface at 10% of the period

Fig. 14. pressure distribution on a panel

surface at 70% of the period

을 나타낸다. 예를 들어 1점 쇄선은 강제 변형 

주기의 10%, 40% 시각에서의 
 조합, 파선은 

주기의 60, 90% 시각에서의  조합이다.

축약 모델 구축에는 총 102개의 샘플이 사용

되었다. 이처럼 축약모델 구축에 다소 많은 샘플

이 사용된 이유는 변형을 나타낼 때 사용한 진동

모드 기저의 수가 10개, 즉 축약모델의 입력 변

수가 10개로 다소 많기 때문이다. 크리깅 기법은 

입력 변수의 개수가 많아질수록 정확한 결과를 

위해 필요로 하는 샘플 수가 비선형적으로 증가

한다는 특징이 있다. McNamara의 연구에서는 

진동모드 기저를 5개 혹은 7개만 사용하였다

[3-5]. 따라서 진동모드 기저 수를 줄여 축약 모

델을 구축하면 필요샘플 수가 다소 감소 할 것으

로 생각된다.

Figure 13과 14는 각각 변형 주기의 10%, 70%

의 변형에 대해 정상/비정상 Euler 해석 결과와 
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피스톤 이론이 결과, 그리고 축약모델의 예측해

의 준-정상 표면 압력계수 분포를 비교한 것이

다. 축약모델이 정상/비정상 Euler 해석 결과를 

매우 잘 예측하고 있음을 볼 수 있다. 하지만 피

스톤 이론은 변형이 큰 코드길이의 40%와 70%

사이 지점에서 정확도가 매우 떨어지는 것을 볼 

수 있다. 이는 충격파와 팽창파가 상호작용하는 

복잡한 유동에 대해서 피스톤 이론을 정확성을 

보장하지 못한다는 것을 뜻한다.

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 초음속 환경에서 공탄성 해석

을 효율적으로 수행하기 위해 축약모델을 구축하

는 방법론을 연구하고 이를 강제 변형 문제에 적

용해 보았다. 이를 통해 초음속 비정상 표면 압

력 예측에 많이 쓰이는 피스톤 이론의 한계를 확

인하고, 각 시각에서의 비정상해를 준-정상해로 

대체하는 것이 피스톤 이론에 비해 좀 더 정확성

을 갖는 방법이라는 것을 확인하였다. 이러한 사

실은 유동의 특성시간이 구조물의 특성시간에 비

해 충분히 짧은 경우 유효하다. 크리깅 기법을 

적용하여 물체의 변형을 입력으로 하고 표면 준-

정상해를 출력으로 하는 축약모델을 구축하고,

그 결과를 피스톤 이론의 결과와 비교하였다. 그 

결과 크리깅 기법을 통해 구축한 축약모델은 피

스톤 이론이 가지는 단점을 극복한 것을 확인하

였다. 향후 표면 압력뿐만이 아니라 표면 열유속

(heat flux)을 출력으로 하는 모델을 구축하여,

크리깅 기법을 적용한 축약모델을 통해 열공탄성 

해석을 수행할 수 있는 가능성을 확인할 예정이

다.
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